SCA-4011 Méthodes numériques appliquées aux écoulements géophysiques

Equations de Saint-Venant
(équations shallow-water)

SCA-4011 (2011)

Rappel: équations gouvernant la
propagation d’ondes a la surface d’un fluide
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*Equations de base pour un fluide de densité
constante p, :

. . dv 1—
* L’équation d’Euler PTIEr €h)
Po
. - ou ov ow
*L'é & Vew=—+—+—=0
L'équation de continuité x oy 2)

Conditions frontiéres

Condition-frontiere en z=h(xy,t)=H,+h'(xy,t)

Interface est une quantité matérielle telle que
F(xy,z,t)=z-h(x,y,t)=cte

et conséguemment,
dF dz dh dh oh' ~oh' oh'
= =0 = w= +U—+V—

dt dt dt Tdt ot ox ox

Condition-frontiére en z = 0 (frontiére rigide):

ven=vek =w=0
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Equations hydrostatique et de continuité

*Composante verticale de I’équation d’'Euler (1):

dw: l@zo - op
dt Py OZ for4

=—Po9

* Equation hydrostatique

«Equation de continuité

Integre selon z sur toute la colonne de fluide

2=Hy+h'

2=Hy+h'

j %dz=— j [a—u+@jdz
o oz o \ox oy
dh' ou  ov

—=—| —+— [(H,+h"

o (ax ay]( o th’) @)

en utilisant les conditions aux frontiéres et le fait que u et v ne
dépendent pas de z.
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Lien entre la pression et la hauteur h’(x,y,t)

eEquation hydrostatique est intégrée verticalement

P="Pan. Ho+h'(x.y.t)
dp=—pg [ daz
ps(X,y.t) 0
Paim, — Ps (X’ yvt) =—P.9 (HO + hl(Xv yvt))
P(X,Y.t) = Pam. +PoGH, +pogh(x,¥.t)

p(X, y,t)=Const.+p,gh'(x, y,t)

« Cas 1D: on omet la dépendance selon x et conséquemment que v =0
« Linéarisation:

u(x,t)=U, +u'(x,t)
h(x,t)=H,+h'(xt)

Equations 1D non linéarisées et linéarisées

«Composante u de I'équation d’Euler:
ou ou oh
7+u7:_gi
ot oX X

-Equation de continuité (3)2
dh oh oh au
=—+ =-h

= u =
da ot ox X
eEquations linéarisées sont obtenues en
introduisant u(xt)=Ug+u'(x,t) ; h(xt)=H,+h'(xt)
dans ces équations et en négligeant les termes
avec produits de perturbations
aiu_*_uoaiu:_gaih ; ih+uoih:_ 0[67“)
ot OX OX ot OX OX

Etat de base au repos: U, = 0.

Conservation de la masse

*La masse totale de fluide est conservée
* Equation de continuité non linéarisée peut étre réécrite comme

étant:
L [a“jhzih+3(uh):o

+
ot OX

OX
L

*Masse totale est M = pOJ‘h(x,t)dx
0

Conséquemment,
a foh e
%:polgdx = o £-(uh) = -pu[u(L)h(LE)-u(0.)n(0.1)] =0

Il y a annulation si le domaine est périodique ou

s’ily a des frontiéres rigides aux extrémités pour
lesquelles les condition aux frontiéres imposent
que u(0) =u(L) =0.

Conservation de I'énergie

*Energie cinétique totale d'une colonne de fluide:
1
K =§p0hu2
*Energie potentielle gravitationnelle d’'un élément
de fluide de hauteur dz placé a une hauteur z étant

dP =p,gzdz )

L’énergie potentielle totale est donc P(x,t)=p, J' gzdz = 1p,gh?
0

Variation de I'’énergie totale E = K +P est telle que

EZQ(K_FP):%_FE
ot ot ot ot
=P 2uha—u+uza—h + o 2gha—h
2 ot ot 2 ot
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Conservation de I'énergie

«En utilisant les équations 1D non linéarisées, on a

gue
@:,E(£+ h] ; @:,g(uh)
o x| 2 ot ox
«Conséquemment,
E _Po 2uh6—u+u26—h + P20 ZQh@
ot 2 ot ot] 2 ot

2

= _%%[(uh)(u2 + Zgh)]

- _&[uhg(uz + 29h)+(u2 + 29h)§(uh)}

et on conclut donc que |o &
d a_[de:—p—zo[(uh)(uﬁZgh)J

0

=0

L
)

Résumé

eLes équations du mouvement décrivant la
dynamique des ondes de gravité ala surface d'un
fluide ont été établies pour le cas 1D

«Ces équations conservent la masse totale M du
fluide par I’équation de continuité de méme que
I'énergie totale E

eDans larésolution numérique du probléme, il n’est
pas assuré que ces quantités soient conservées

* Ces pertes de masse ou d’énergie peuvent parfois étre
catastrophiques.

Résolution numérique d’un systeme
d’équations aux dérivées partielles

*Equations linéarisées lors que U, = 0.

ou_ ¢oh
a9
(ih_ au
a °Lax

*Méthode spectrale peut étre utilisée:

n=+N N n=+N _ .
u (X,t) = Z ljn (O)EIK(X’G) h(X,t) _ Z hn (0)e|k(x—cl)
n=-N

n=-N

«Ce qui conduit au systéme d’équations suivant:

o o = oo

i}
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Solution comprend deux ondes se propageant
en directions opposées

* Aux deux valeurs propres sont associés les

vecteurs propres
propres [Jg/_H]
1
Conséquemment la solution est telle que

[U(X,t)): A[Hg / Hujeik(x— aHot) +AZ(—1'g/Ho)eik(x+ aHot)
1 1

h(x,t)

*A, et A, étant obtenus des conditions initiales

A=3{u+hyHo7g) A =3(u-hyH,7g)

«Remargue: pour des conditions initiales arbitraires

ug(x) et hy(x), il faut poser u,(x)==hy(x)\/H,/g pour
que I'onde se propage dans une seule direction
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Résolution par la méthode spectrale: cas
linéaire périodique
« Systéme linéarisé peut étre écrit comme

ofu . 0 -g)o(u

atlh)” "\-H, 0 Jaxih

e Application du schéma du saute-mouton

0 —
LA, G
h At h t-at —Hy, 0 jox{h t

Résolution par la méthode spectrale: cas
linéaire avec frontieres rigides
«Conditions frontiéreS' u(O t) = u(L t)=0.

u(00)=38,(1)- ;( (90, (1)
)+ 22A (0

car g,(t)=A +iB, . Consequemment A, =0 pour tout
n. On montre alors que

Zu sm(n—x)
L
Equation linéarisée pour h étant
‘ih:_H (6uj
ot X

alors h(x,t):ZN:hn(t)cos(nz—ij

n=1

Résolution par la méthode spectrale: cas
non linéaire périodique
« Systeme peut étre écrit sous la forme

ou  au oh ou 0 u?

Lo gl = S _Zlgh+d |=F (xt
a %% T @ 6x(g 2] (x)
a—h+ua—h hau = ih:——(hu)z F(xt)
ot OX OX ot

*Application du schéma du saute-mouton

u u F,
oLl ()
h At h t-At Fh t

«Cette approche peut étre adaptée aux différents
schémas de résolution de systémes d’équations
différentielles
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Schémas aux différences finies

«Différences centrées et schéma du saute-mouton

ou oh - u(t+At)—u(t—At):7 h(x+Ax)—h(x—AX)

a9 2At 24X
oh dujh(t+At)—h(t—At)_ Hu(x+Ax)—u(x—Ax)
ot ox 24t - 2AX
=0
Conditions initiales: 05
u(x,0)=0 07

h(x,0)= hoEXp[*( 2:;“)2] %‘3;

g=10ms2 03]
H=100m 027
h(x,t) en bleu o
U(X,t) en rouge ! 2000 a000 6000 g000 10000

12000
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Intégration du cas périodique en différences

finieS T= 71151247
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Intégration du cas périodique en différences
finies T= 142.30249
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Intégration du cas périodique en différences

finies (propagation unidirectionnelle)

T= 74.115883

Intégration du cas périodique en différences
finies (propagation unidirectionnelle)

T= 183.05494
13

w0
1]
0
A

na-

i 'V

00 e

T= 778781

Prof. Pierre Gauthier




SCA-4011 Méthodes numériques appliquées aux écoulements géophysiques
Intégration du cas avec frontieres rigides en Intégration du cas avec frontieres rigides en
différences finies différences finies

051 .-;ﬁ_i_
A e :
o 3; T= 153:5494
T Taho o000 " 12000 A
X 4
= |

Intégration du cas avec frontieres rigides en : . : .
.y, . Propagation en présence d’une topographie
différences finies
*En présence d’une topographie z=h.(x), I'’équation
T= 177.87812 de continuité donne alors que
] . ou ow
i —+—=0
10 a:m ox oz
Al +Condition-frontiére en z =h (x):
‘,J i =g o =g o
Aoe] / Paz=- | (—jdz
0.4 Jlr 2=, (x) oz ° OX
**] ;f ﬂfdh°:—(a—u)(Ho+h') = ﬁtha—quuahc
S v ps dt dt OX dt OX OX
o , ‘ , ‘ ‘ *Equations linéarisées:
x @__ ih X _ X _LAt X+AX | X=AX
Ot - g aX = u(+A( 7u(fAl AX (h( h[ )
oh 0 X « At K+AX X-Ax
S (Hnu) = = =S ([ u] [ -] )
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Intégration avec topographie

*Mur de hauteur hy =50 m localisé en x = 6500 m

h, en x=6500
h(x)=1 "
0 ailleurs

*H, = 100m

Intégration avec topographie en x = 6500

T= 3183501
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Intégration avec topographie en x = 6500

T= 46691348
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Intégration avec topographie en x = 6500
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Intégration avec topographie en x = 6500 Grilles décalées (staggered grids)
*Probléme peut étre éliminé en utilisant des grilles
Te 2122334 différentes pour u(x,t) et h(x,t) en décalant x de
: Ax/2
] “ hj—a/z hj—llz hj+1/z hj+1 hj+2
05 .l oO—e 00— 0O e 0O —e 0@
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Intégration avec un mur fixe en utilisant des

Intégration avec un mur fixe en utilisant des
grilles décalées pour u et h grilles décalées pour u et h
) I S
ul ..'\': ) T= 46691348
Ay i1 o
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Intégration avec un mur fixe en utilisant des
grilles décalées pour u et h
ﬁ-.i 1
A /|
T21223g4
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