PHY?2001 — Thermodynamique des systemes terrestres

TP#1

Déroulement : Explications avec exemples, suivies d’'un ou deux exercices d’application : les
étudiants peuvent travailler en groupe. L’ambiance doit étre détendue. Les étudiants peuvent
discuter entre eux et poser des questions. Le but de la pratique est d’encourager les étudiants a faire
un effort pour comprendre la matiere.

| - Premiére partie : grandeurs et dimensions physiques

1) Unités principales du systéme international (SI) :
a. Longueur: metre (m)
b. Masse : kilogramme (kg)
c. Temps: seconde (s)
d. Température : Kelvin (K)
e. Quantité de substance : mole (mol)

2) Echelle de correspondance entre les unités du Sl (conversions d’unités) :
Outre les correspondances entre les unités du Sl (préfixes) qui seront exposés au tableau 1.1,
certaines autres équivalences sont bonnes a connaitre, en voici quelques-unes :

Ibsenkg — 11bs=0,454 kg =454 g ou 1 kg =2,2046 |bs

°Fen°C — T(en°C)=5/9[T (en °F) —32]

°CenK — T(enK)= T(en°C)+273,15

Tableau 1.1 : Préfixes multiplicatifs du SI

. VALEUR NOTATION
PREFIXE SYMBOLE NUMERIQUE EXPONENTIELLE EXEMPLE
Méga M 1 000 000 10° 1 MHz = 10° Hz
kilo k 1 000 10° 1 km = 1000 m
hecto h 100 10° 1hL=100L
déca da 10 10" 1 (da)m*=10m?
1 10°
déci d 0,1 10 1dL =100 mL
centi c 0,01 10 1cm=0,01m
milli m 0,001 10° 1mg=0,001g
micro u 0,000 001 10° 1pg =0,001 mg
nano n 0,000 000 001 10° 1nm=10"m
Note : Une observation quantitative est donc la mesure d'une propriété de la matiére ; elle est constituée

d'une valeur numérique et doit toujours étre accompagnée de ses unités. Dans les calculs, on doit indiquer les
unités des mesures a chaque étape du calcul. Ceci montre la démarche utilisée et permet également de vérifier
que le résultat final a bien les unités attendues. 1l serait incorrect d'obtenir des g/ mL pour une masse
volumique, qui doit étre en g/mL. Ceci indique qu'une étape du calcul est erronée.

Pour en savoir plus :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%A9fixes du syst%C3%A8me international d'unit%C3%A9s
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3) Propriétés de la matiére (unités de mesure) :

Tableau 1.2 : unités de mesure des principales propriétés de la matiére

propriété symbole définition unités exemples
Masse m Quantité de matiere | kg 1kg=1000g
g* 1g=1000 mg
Volume \ Volume m> 1 m®=1000L
L* 1L=1000cm’
cm’* 1mL=1cm’
mL*
Masse p Densité= m/V kg / m> 1g/ cm=
volumique g/cm? 1000 kg / m*
Force F Masse x accélération |N (newton) | 1N =1kgm/ s
Energie E Force x distance J (joule) 1)J=1kg m?/s’
Pression p Force exercée par Pa 101,325 kPa =
unité de surface ( pascal ) 760 mm Hg
p=F/A kPa* 1torr=1 mm Hg
mb** 1atm=101,325
hpPa** kPa
1 mb =100 Pa
Température |T Associée a I'agitation | K (kelvin)
moyenne des °C K=°C+ 273,15
molécules du systeme
Mole mol Lot de 6,022 x 10% mol -
particules
Chaleur Cs Energie requise pour |J /(kg.K)
spécifique élever la température |J/g°C* lcal =4,185)
d'un corps de masse 1kJ=10001)
unitaire de 1 K ou
1°C, dans les
conditions «s»
* unités utilisées par les chimistes ; **unités utilisées par les météorologistes
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Il - Deuxieme partie : Identités de base (a lire et a consulter)

Logarithmes et puissances

On utilisera souvent les identités qui suivent :

a

=m0 () () =0 eyt =(xy)s %=Xa‘b (11.1)

(11.2)

Conversion entre logarithmes naturel (In ou base e) et décimal (log ou base 10).
In(M)=1log(M)In(10) (11.3)
Différentiation et intégration

La dérivée de la fonction f{x), f '(X), est le rapport de la variation infinitésimale df de la fonction en
réponse a une variation infinitésimale de dx de x. Mathématiquement, ceci correspond a

£/(x) df (x) _ lim f(x+Ax)— f(x) (L4)
dx Ax—0 AX

Régles de dérivation :

d(k) 0 (1.5)

Dérivée d’une constante, k: ——= =
X

d(u+v)_d_u+ﬂ_ d(u—v)_d_u_ﬂ (11.6)
dx  dx dx’ dx  dx dx |

La régle de la somme / différence :

d(uv)zud_v+vd_u (1.7)
dx dx dx

La regle du produit :
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dv du

U-———Vv-—
La régle du quotient : d(:/V) __dx > dx (1.8)

X \'

‘ : d (xa)
La regle de la puissance : = ax

a-1
(11.9)
dx
f(u(x f X
La regle en chaine: M = d—du—() (11.10)
dx du dx
Quelques dérivées :
d ldu d du
= (Inu)==2 2 (') =t 2 (11.12)
dx u dx dx dx
d/ d
—(a")=—(exp(xIna))=a*In(a (1.12)
& 2)=< (exp(xina))=a* nfa)
d .
—(cosax)=—asinax ...
dx
Voir documents dans le site web2.sca.ugam.ca/~eva
Exercice 1
Déterminer la dérivée de la fonction f(x)=xe* In x + x*sin x
L’intégration, c’est I'opération inverse de la dérivation :
jdu = U + constante (11.13)
a 1 a+l N
Ix dx =——x*"+c,a= -1, ol c estune constante (1.14)
a+l
1 N
I—dx = _[d (Inx)=Inx+c, ouc estune constante (11.16)
X
1 df N
I dx=—In f +c, ou c estune constante (1.17)
f(x) dx
dx 1 N
j =—In(ax+b)+c, ol c estune constante (11.18)
ax+b a
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1 N
Ie""*dx =—e*+c, ouc estune constante (11.19)
a
Voir documents dans le site web2.sca.ugam.ca/~eva
Exercice 2
Xy
Déterminer 'intégrale I3X2dx et I'intégrale définie I3X2dX
X
Exercice 3
o dx
Déterminer I'intégrale J—a
X
Exercice 4
X3
Déterminer l'intégrale I—
I (x+1)
1
Pour en savoir plus : http : //archives/math.utk.edu/visual.calculus
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lll - Troisiéme partie : Emploi des variables d’un systéme
thermodynamique

Variables d’état et variables associées a un procédé thermodynamique

L’analyse quantitative d’un systéme thermodynamique requiert la manipulation de variables qui
représentent des caractéristiques physiques de celui-ci. On peut classer ces variables en deux
groupes :

1. Celles qui décrivent I'état du systeme a chaque instant : les variables d’état sont
déterminées uniquement par |'état du systeme. Ces variables nous informent des
propriétés du systeme en un point et a un instant donné, mais ne nous renseignent pas
sur les processus qui I'ont amené a cet état. La connaissance des variables d’état ne nous
permet pas de connaitre I'histoire du systéme. Pour un systeme homogéne, les variables
d’état les plus communes sont la pression, la température, le volume et la densité. En ce
qui concerne les variables d’état, la variation nette de ces variables pendant le processus
peut étre évaluée entiérement par les valeurs initiale et finale des variables d’état. Par
exemple, si la température initiale du systéme est T, et sa température finale est Ty, la
variation de température causée par la transformation subie par le systéme est
complétement indépendante du procédé. Elle dépend uniquement de I'état initial et de
I’état final. Dans notre exemple, la variation de la température est AT =T;- T,.

2. Lesvariables associées a un processus thermodynamique, aussi connues sous le nom de
variables de passage, comme I'échange d’énergie entre la parcelle et son environnement.
Un bon exemple de variable qui dépend du procédé et qui n’est pas une variable d’état
est la quantité de chaleur Q qui a été additionnée au systeme pour I'amener a sa
nouvelle température T;. Sans connaitre le procédé qui a provoqué le changement d’état
du systéme, il nous est impossible de déterminer la quantité de chaleur échangée entre
la parcelle et son environnement.

Exercice 5 :

Lesquelles des variables suivantes sont des variables d’état :

a) Le volume d’une masse d’air délimité par une surface parfaitement extensible;

b) Le volume d’essence consommeé par votre automobile entre la maison et |'université;
d) La position dans I'espace d’un ballon météorologique;

e) La distance parcourue par le ballon aprés son lancement.

Différentielles

Quel que soit le type de variable, on commence I'analyse d’'un changement d’état d’un systéme
thermodynamique en étudiant comment le changement infinitésimal, ou différentielle, d’'une
variable dépend du changement des autres variables desquelles elle dépend. Une différentielle est
tout simplement une petite variation de la variable en question. Ce qui est important, c’est d’établir
la relation fonctionnelle entre cette petite variation et la variation des autres variables.

Prenons un exemple simple. La vitesse v est définie comme le taux de variation de la position x, dx,
en fonction du temps t, dt.
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dx
V=—o (1.1)
dt
La dérivée du c6té droit de I'équation (Ill.1) peut étre interprétée comme le rapport entre la
différentielle de la position dx et la différentielle du temps dt. En multipliant les deux cotés de
I’équation par dt, on obtient :

vdt:%dt:dx:vdt (1n.2)

L’équation (l11.2) peut étre traduite en langage courant comme suit : un petit changement de la
position x (différentielle de x) est donné par la vitesse instantanée v fois le petit changement de
temps t (différentielle de t). Ni dx, ni dt ont une valeur «fixe»; il est requis seulement que ces
variations soient assez petites pour que v puisse étre considérée comme constante pendant
I'intervalle de temps dt.

Une fois que la relation mathématique entre les différentielles est établie, la prochaine étape est de
généraliser la démarche pour calculer les variations macroscopiques, ou finies, des variables qui nous
intéressent. Dans cet exemple, nous pouvons étre intéressés a déterminer la variation de position,
AX = X1 — Xp, associée a un laps de temps, At = t; — t;, (on utilise le symbole A pour indiquer la
différence finie entre un état initial et un état final). On fait alors I'intégration de I’équation (l11.2)
entre les limites appropriées :

Ax:de:}vdt (11.3)
Xo t

Les limites d’intégration doivent étre cohérentes : x; est synonyme de x(t;) et xo, synonyme de x(to).
La solution formelle de (lIl.3) est :

4
AX=X —X, = jvdt (111.4)
f

Sans connaitre la dépendance entre v et t, on ne peut pas aller plus loin que (l11.4). Par exemple, si le
mouvement est uniformément accéléré, v = at, avec g = constante. Dans ce cas :

Ax:xl—xozjl'atdtzéa(tl2 1) (111.5)
ty

On peut aussi vouloir connaitre la position en fonction de t a chaque instant arbitraire, en
connaissant la position de départ x, au temps t = 0. Au lieu de (11.3), on écrira :

X t
Ax=[dx' = [v(t')dt (111.6)
0

Xy

Et on obtient :
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I O~ Ot

X(t)
x(t)=

v(t')dt'+x,
at'dt’+ x, (11.7)
x(t):Eat2 +X,

Pourquoi changer le symbole qui représente la variable d’intégration de t a t'? Parce qu’on réserve le
symbole t pour le temps. La variable «t’» est une variable «muette» qui disparait dans le processus
d’intégration.

Supposons maintenant qu’on a la vitesse v en fonction de x et non de t. Dans ce cas, il nous faut
réarranger I’équation (Il.2) pour séparer les variables x et ¢, i.e.,

idx =t (11.8)
v(X)

On intégre alors comme d’habitude pour trouver x(t). Par exemple, si V(X) = 2a(x - Xo) , alors

f[(2a(x' - xo))fl/2 dx’' = _t[dt’
Xo 0
x(t)

[2(2a) ™ (x =% )" =t

Xo

(gjw (X=X )% =t

x(t) :%t2 +X,

(111.9)

Equations différentielles d’ordre 1 a variables séparables

L’équation (l11.1) est un exemple simple d’équation différentielle linéaire de premier ordre. La grande
majorité des équations différentielles que nous allons rencontrer dans ce cours peuvent étre écrites
sous la forme générale

dy = f (x,y)dx (111.9)

Si on a la chance de pouvoir exprimer f (X, y) sous la forme :

f(xy)= 9(x) (111.10)

h(y)

Alors I’équation (111.9) est une équation différentielle a variables séparables. Il est alors facile
d’intégrer I'équation :
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h(y)dy = g(x)dx (111.12)

Y X
[n(y)dy'=[g(x)dx (I1.12)
Yo

Xo

Procédure : La résolution de la plupart des problemes et démonstrations de ce cours suivent les
étapes suivantes :
1. Détermination de I'’équation différentielle linéaire de premier ordre qui met en relation
les variables qui nous intéressent;
2. utilisation de toute information disponible pour éliminer, si possible, les variables
dépendantes (en général, il en reste deux);
3. Séparation de variables comme dans I'’équation (111.12);
4. Intégration entre les limites appropriées pour établir la relation fonctionnelle entre les
deux variables.
Exercice 6 :

L’équation différentielle qui donne la variation de la température, T, de n moles d’un gaz parfait
avec la pression, P, pendant un processus réversible et adiabatique (sans échange de chaleur avec

son environnement) est :

a7 Ve
C

Ou V estle volume et C est une constante positive.

Déterminer la température en fonction de la pression a chaque instant en sachant qu’a la pression
p,, la température est égale a T,. L’équation d’état des gaz parfaits est pV =nRT, ou R estla

constante universelle des gaz parfaits.

Considérons maintenant le cas d’une fonction z qui dépend de deux variables x et y :
z = z(x,y). La variation de z due a la variation de x seulement (y est maintenu constant) est

0z
(dz), =(a—)y dx (111.13)

X

(dZ)y est aussi une différentielle de z et, si x et y sont les coordonnées de I'espace a deux

dimensions, représente le changement de z dans la direction x seulement. De fagon analogue, la
variation de z due a la variation de y seulement (x est maintenu constant) est

0z

(dz), {51 dy (I11.14)

La différentielle totale dz est la somme des deux variations :

X

dz =(dz)y +(dz), =(%j dx+[2—;) dy (111.15)
y X

EM TP#1-9/12 12/09/2016




PHY?2001 — Thermodynamique des systemes terrestres

A noter que x et y, et donc les variations dx et dy, sont complétement indépendantes. Pour une
fonction a trois variables indépendantes w = w(x,y,z), on a la différentielle totale :

ow oW ow
dw = (dw)y’Z +(dz)xyZ +(dz)ny = (&jw dx+[Elz dy+(gly dz (I1.15)

La notion de différentielle peut étre généralisée a un nombre n de variables indépendantes.

Exercice 7

Trouvez la différentielle totale de la fonction w = xyz + sin(xz)

Les différentielles sont tres utilisées. Une des utilisations les plus utiles est dans I'estimation des
erreurs. En sachant que les mesures de x et y sont entachées d’une erreur de mesure dx et dy,
calculez I'erreur absolue de s.

oy

L’erreur relative, dS/S =d (In S) est en général plus significative que I'erreur absolue. Par exemple,

ds:(ds)y+(ds)X :(gj dx+(§] dy (11.16)
y X

une erreur de 1000 meétres dans la mesure du rayon équatorial terrestre semble une erreur
importante, mais comparée au rayon de la Terre, 6378388 metres , elle correspond a une erreur
relative d’a peine 0,00016 = 0,016 %.

Exercice 8

La surface d’un rectangle est A = xy.

a) Calculez I'incertitude dans I’évaluation de la surface d’un rectangle en sachant que les erreurs de
mesure de x et y sont respectivement dx et dy.

b) Calculez I'erreur relative dans les mémes circonstances.

Différentielles exactes et non-exactes

Comme nous avons déja affirmé au début de ce document, nous sommes intéressés aux variables
d’état et aux variables de passage, qui dépendent du procédé. La pression est un exemple de variable
d’état; le travail et la chaleur sont des exemples de variables de passage. Les premieres sont définies
instantanément et a un point donné. Les deuxiémes ont une signification seulement en connexion
avec I'évolution du systéme dans son passage d’un état a un autre.

Une différentielle qui est associée a une variable d’état est appelée différentielle exacte. Par
définition, la valeur d’une intégrale d’une différentielle exacte est indépendante du processus. Elle

dépend seulement de la valeur initiale et de la valeur finale. Soit une différentielle exacte dy, alors, sa
variation entre un état A et un état B est donnée par

Jdy =y -V, (111.17)
C

ou Cindique le parcours entre A et B et y, et yg, les valeurs de la variable d’état y associées aux états
A et B. L"équation (17) est vraie quel que soit le parcours C choisi.

De la définition de variable d’état
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cjidyzo (111.18)

N’importe quelle différentielle qui ne satisfait pas les descriptions (I11.17) et (111.18) est une
différentielle non-exacte. La chaleur et le travail sont des exemples de différentielles non-exactes. On
utilise pour les représenter symboliquement «3» au lieu de «d».

NOTATION : Si x est une variable d’état, sa différentielle est exacte et on la représente par dx. Si x
n’est pas une variable d’état, on représentera sa différentielle par dx.

Pour un processus cyclique quelconque :

Cj)é'q # 0 =» g n’est pas une variable d’état

CJSdX =0 =>» x est une variable d’état

Comment reconnaitre mathématiquement une différentielle exacte?

1. Sif=flxy), alors sa différentielle df =M (x, y)dx+ N (X, y)dy est exacte si
oM _oN
oy ox’

c’est-a-dire : il faut que

(1.19)

of (x,Y) _of (x,y)
Oyox oxoy

flx,y), qui est une propriété cruciale pour représenter les phénoménes physiques qui sont
continus.

. Ceci assure la continuité de la fonction

2. Sig=gl(xy,z), alors la différentielle dg = P(x, Yy, z)dx+Q(X, Y, z)dy + R(x,y, z)dz
est exacte si, simultanément,
R _Q_nP R_50Q F_, (111.20)
oy oz 0z oX ox oy

Il est parfois possible de transformer une différentielle non-exacte en différentielle exacte en
trouvant le facteur d’intégration. Dans les problemes physiques, la physique nous élucide sur

I’existence ou non d’un facteur d’intégration.

Exercice 9

La fonction d’énergie interne d’un gaz de photons est U=aT’V oU a est une constante, T la
température en K et V le volume en m>. Prouvez que I'énergie interne d’un gaz de photons est une
fonction d’état.
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Exercice 10

Considérez une mole d’un gaz idéal dont I'’équation d’état est
me = RT ou p est la pression, V,, le volume molaire, T la température et R la constante universelle

des gaz parfaits.

a) Dans I'équation d’état d’un gaz idéal ci-dessus, quelles sont les variables
thermodynamiques extensives et intensives?

b) Prouvez que la différentielle du volume molaire, dV,, est une différentielle exacte;

c) Prouvez que la différentielle du travail par unité de mol, dW,, = -pdV,, n’est pas une différentielle
exacte.
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