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Un modéle atmosphérique simple

* Modéle barotrope (1 seul niveau) utilisé par Charney et von
Neumann pour produire une prévision numérique sur ordinateur

« Equation du tourbillon barotrope

* Ecoulement non-divergent et purement rotationnel

_o2
4 g+ )=0 C=Viy
at Gl v
4_90,,9.,,9 oy’ x
dt ot ox oy
f =f,+By

f=2Qsin ¢ : paramétre de Coriolis

X=acos @g(h—2g), y=a(d—do)

B= (2¢Y/a) cos ¢,: paramétre B représentant la
variation du terme de Coriolis avec la latitude

Equations linéarisées

» Consideére que

M<<1

v=Uye, +V',
Yol

« Equations linéarisées

2 2 2 2
ov \|/+U06V \|/+B6\V+u,6v \|/+V6V V_o
ot X X X oy
- 7

Termes négligés

ov? ov? d
V.U, \u +p2L \v 0 ()
ot
» On consideére ici un probléme unidimensionnel en x

Résolution par une méthode spectrale

+On développe la fonction de Courant y en une
série de Fourier

* Solution est supposée périodique sur I’intervalle [0,27]
w(x.t)=hy(t)+ 3, (t)sinkx+b, (t)coskx
k=1

wv_ S k8, (t)coskx — Kb (t)sinkx
OX k2

Oy =3k ( ()sinkx+5k(t)coskx)

Fa=|
Ny —y-k o[ Gt )s nkx + db (t)coskx
=] dt dt

*Conditions initiales:
(x0)=by (0)+ X (& (0)sin kx + b, (0)cosk)= F(x)
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Systeme d’équations différentielles

*Substitution dans I'éq.(1)

k2 daé(t)sm kx—k? dt:;t(t)coskx+ k*U (ak( )cos kx — b (t)sin kx)
k=1
vy Uo@

oX
ot

+ Bk(?a'k (t)coskx — by (t)sin kx):

v

-Orthogonallte des fonctions sin kx et cos kx

2 0 k#m 2= 0 k#m
[sinkxsinmxdx = ” Jcoskxcosmxdx = ”
0 n k=m ¢ n k=m

2n
[ sinkxcosmxdx =0
0
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Systéme d’équations différentielles a résoudre
» En multipliant respectivement par sin kOx et cos kOx et en

intégrant de 0 a 2p, on obtient deux équations différentielles
gouvernant I'évolution des coefficients spectraux

dako (t) + (Uokg —PBko )5k0 (t): 0

—k?
° dt
db, (t .
_kg ;Ot( )_(Uokg _Bko)akD (t):O

* L’évolution temporelle de chaque composante spectral est
déterminée en résolvant les deux équations différentielles

da, ob

— = 00

df w(k):k[ﬁz—uo) )
db, - k

—< = +03,

dt

Expression de la solution
*Solution du systeme (2):
. (t)=3,(0)cos wt —b, (0)sin ot

by (t) =42, (0)sin wt + by (0)cos wt

o

*Solution de I’équation aux dérivées partielles:

w(xt)=43, (t)sinkx + b, (t)coskx
= (?ik (0)cos wt —b, (0)sin o)t)sin kx + (?ik (0)sinwt +b, (0)cos mt)cos kx
=3, (0)[cos wt sinkx + sin ot cos kx]+ by (0)[cos wt cos kx — sin et sinkx]
=3, (0)sin(kx + ot)+ b, (0)cos(kx + wt )
kx+ ot = k(x—ct)

Déplacement d’une onde avec
une vitesse de phase ¢ c=U, 7%
k

Résolution numériques d’équations
différentielles ordinaires

» Systemes d’équations différentielles ou

du
E:F(u,t)
Uy Fu(Up,Ug,o-,Ug5t)
Uz u.2 F(ut)= Fz(uvuz'v"'yun;t)
u, Fa(Ug g ,eoUp5t)

*Systemes d’équations différentielles linéaires et
du &y @y

— = Au et A=|: :
Ay o Ay

Propriétés des systémes linéaires

* Si u, et u, sont deux solutions, alors
u=au +pu,
est également une solution
» On peut trouver un changement de variable

E=FEu
tel que
W =E AE?
et W est diagonale par blocs (2 X2) de la forme
1 =
W:
+w A
» Cas général peut toujours se ramener a cette forme
L1—U:Au DE:EAU:EAE%E W ¢ .'.d—fzwg
dt dt dt

Prof.: Pierre Gauthier
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Cas types
*Croissance (amortissement) exponentiel
du
— = au
dt
Solution exacte: u(t) =uge™
«Solutions oscillatoires du, _
—1=—0u,
dt
du,
—2 =+aU,
dt

Solution exacte:
u, (t) =u,(0)coset —u, (0)sinwt

U, (t) =u,(0)sinwt +u, (0) cosmt

Schéma par dérivation avant

» Définition de dérivée

du lim [u(t+At)fu(t)}
dt  atso At
Pour At fini: _
u(t+ At) —u(t) —auft)

At
Su(t+ At) = u(t) + au(t)At

Dans ce cas-ci, en posant t,=n At:
u(t, +At) =u(t,) +aat u(t,)
U, =(L+aAt)u,

Solution numérique: U, :u0(1+aAt)"

2442
a n a“At
Solution analytique: U(t) =Ug€ ™ :Uo(eam) :u{l+aAt+2 +J

Dérivation avant appliguée au cas oscillatoire

«Considére

ax =-oY
dt
d—Y =+mX
dt

ou o= 2n/T, T =72 hres, X,=600km, y,=0.

*Forme discrétisée
X,y = X, —0AtY,

Yo=Y, + oA,

*Fig.1: At=0.5 hres et

N = 144 pas de temps (ty= 72 hres)
* Fig.2: At=0.05 hres (i.e., 3 minutes)

N = 1440 pas de temps (ty= 72 hres)

Représentation complexe

*U=u, +iu, Donc:

_U+u), b, = mu}- Y=Y

— Re{U
b =RelU}="— 2i

Forme complexe des équations différentielles:
du

—=ioU,
dt
*
du =-ioU*
dt

Solution:
U (t) = U (0)e™* = (u,(0) + iu,(0))[cos ot + isin ot]
= [u,(0) cos wt — u, (0)sin wt]+ i[u, (0)sin wt + u, (0)cos wt]

= u,(t) +iu,(t)

Prof.: Pierre Gauthier
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Intégration avec At = 0.5 hres et N = 144 pas Intégration avec At = 0.05 hres et N = 1440
de temps (ty= 72 hres) pas de temps (t.= 72 hres)

Schéma du deuxiéme ordre Prédicteur-correcteur du deuxieme ordre
avec At = 0.5 hres et N = 144 pas de temps

*Prédicteur-correcteur procédant en deux étapes:
(ty= 72 hres)

u’ = u(t) + 3 AtF (u(t), t)
u(t + At) = u(t) + AtF (u',t + At/ 2)

*Application a I’exemple précédent
, At
u'=(1+a T)Un_1

u,=u,,+aAtu’
=(1+aAt+La’At*)u, ,
—u,(1+aat+taat?
«Comparaison a la solution analytique
U(t,) = Uge™ = Uy (€™ J' =up(1+aAt + 1At +--.

Prof.: Pierre Gauthier
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Schéma de Runge-Kutta du quatrieme ordre

*Description
k, = AtF (u(t),t)
k, = AtF (u + Tk, t + T At) 1
Ky = AtF (U + 1k, t + LAt) 473
K, = AtF (U + Ky, t + At) k:%(p+2q)

*Solution: u(t+At) =u(t)+k
*Application a notre exemple

k, = aAtu, k, =aAtu,

k, = aat(u, + +k,) kZ:(aAt+%(aAt)2)Jn

k, = aAt(u, + 1k, ) k3:(aAt+%(aAt)2+%(aAt)3)Jn

k, =aat(u, +k;) g, = (aAt +(aat) + +(aat) + }T(aAt)")Jn

Solution obtenue avec le schéma de Runge-
Kutta du quatrieme ordre

p = (aAt+(aAt)? + 4 (aAt)’ + 4 (ant)* i,
q= (aAt +1(aat)? +%(aAt)3)Jn
k = (aAt +3 (aAt)? + £ (aAt)® + % (aAt)*
U,, =u, +k
= (1+aAt + 1 (aAt)? + 1 (aAt)® + 4 (aat)*
= (L+aAt + 1 (aAt)? + 1 (aat)® + £ (aat)* " u,

*Schéma produit les cing premiers termes de la
série de Taylor.

*Schéma requiert 4 évaluations de la fonction F(u,t)

Instabilité numérique

*Applications des résultats précédents a

au
dt
*Solution est telle que |U(t))2=UU* = |U(0)|2.

=ioU,

*Pas de croissance dans le temps
*Schéma avant
U,=Q@0+ioat)u,
Uf=u,0, =U,fle+ioat)i-ioat)] = U,[ QL+ oat?) > u,[
Toute erreur sur les conditions initiales connaitra
une croissance exponentielle
Schéma est dit inconditionnellement instable car

(1+w?At?)>1

Prof.: Pierre Gauthier

Prédicteur-correcteur du deuxiéme ordre

U,=0+ioat-w’at?)u,

2 2 2 2
U P=UG. U, Pll1+ioat- 280 |1 ipat- @At
n n n 0 2

2
2 2 2 2 n
1- QA oAt [1- AV | L inat
2 2
2

* Le schéma est aussi inconditionnellement instable car

1+iw'At* >1
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Runge-Kutta du quatrieme ordre
« |l suffit de vérifier si
X = (L+ioAt -1 (0A)? — i1 (0At)® +4 (0A)*)
=[[1- 3 (@At)? + & (@A)* )+ (At - (@AL)®)
est tel que
IX[* = [(1—%(0)&)2 + 4 (0At)*f +(mAt—%(mAt)3)zJ

®°At°
24?

—1-22 (8-w?At?)<1

Schéma est conditionnellement stable en autant
que

oAt <242 =283

Schéma-arriére d’Euler
» Prédicteur-correcteur procédant en deux étapes:
u'=u(t) + AtF (u(t),t)
u(t+ At) =u(t) + AtF (u',t + At)
* Utilisation de F(u(t+At),t+At) pour obtenir du/dt en t.

* Systeme implicite pour obtenir u(t+At).
* Application au cas oscillatoire
u'=1l+ioAt)u,

Uy, =U, +ioAtu’

n+1

o = (L+ioAt— 0’At?)u,
Taux d’amplification

X =[1- oAt f + oAt |-1-otat? +otatt

=1- oA (1-?A?)

Solution est conditionnellement stable en autant que wAt < 1

Schéma implicite de Crank-Nicholson
Schéma implicite
u(t+At)=u(t)+%[F(u(t+At,t+At)+ Fu@).b)]

Application & du/dt = iou.

imAt
=0+ ]

um(l—imﬁj:un(lﬁ-iwﬁj
2 2
1+imA
U2 ), oAt raiont
e [ iu)At] " 0’ At
= 1+
2 4
Critére de stabilité

vy A0 1 oA [+ o?at? /4]

u, =Xu

n

n

2
Lroaraf  prota/af -

Schéma est inconditionnellement stable

Schéma saute-mouton (ou “leap-frog” )

» Dérivée centrée f(t)

f(t+At)
f(t-At)

I At t t+At t

2 2 3 3
f(t+m)=f(t)+m%(t)+£d T+ 294 T4 ot

2 dt? 6 dt’

df At d?f At® d*f
f(t—At)= f(t) - At—(t) + — t)—— t) + O(At*
( )=f(t) dt() 2 dt2() 6 dta() (At?)

f(t+At) - f(t—Atl)

+0(At?
2At (A1)

df
—(t) =
s (t)

» Schéma saute-mouton u(t + At) =u(t — At) + 2AtF (u(t), t)

« Cas oscillatoire: Uy =U,, +2i0At U,

« Traitement spécial pour le premier pas de temps

Prof.: Pierre Gauthier
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Analyse de stabilité de von Neumann

Considere une solution de laforme u, =u ionat

€
0
_ i(n+1)QAt i(n-1)QAt | _ o iQnAt
um—un_l_uo(e e )_Zm)At Uye
= eiQAt _ e—iQAt — 2|(,0At
= Sin QAL = @At

Solution existe en autant que o At < 1.

Posons que X = gi®At
elQAt _e—lﬂAt — ZIwAt

X —i:Zia)At
X

X2 —(2iwAt)X —-1=0

Critére de stabilité

On adonc que X = eif4at XZ—(Zia)At)X -1=0

Deux solutions

e = X, mioAt+1-0’At" €9 = X =iwAt—V1- 0’At?

Critére de stabilité:
un+1 = >(un

XX" = 12 = fjont £ 1— oAt fioAt £41-wat? |

Deux cas: oAt <1 XX =1
2
oAt>1 X X7 =(a)At+\/w2At2 —1)

> w?At? >1

Conditionnellement stable en autant que wAt <1

Mode computationnel

Solution générale est une combinaison de ces deux solutions

u, = AX!+AX" p =X

Up=A+A = (X—_X+)

U, —UuyX

u =AX, +AX =1 0=

L= AX. +AX AT
Premier pas de temps par différence avant: u, = u0(1+ ioaAt)

Donc: U X_ —U, :—u0(1+\/1—a)2At2) U, —U X, :uo(l—\/l—a)zAtz)
X =X, =-2vJ1-0’At?

Coefficients A, et A, sont:
(1+ \/17m2At2j (17\/1%0%2]
A=Uy—F——= A =—Uj~——onut
2V1- @?At? 2V1- ?At?

Mode computationnel (suite)

Dans la limite ou ®AT << 1,0n a
w3 At?

A = U, A= —-u, 2

De plus,
X, 2l+ioAt—1’A? X =—(l-ioAt—L1w’At?)

Solution compléte est donc
U, = UL+ i0At — 20 ?At?)" — 10 ?At?u, (-1)" (- ioAt - Lo ?At?)
* Premier terme est le mode physique qui oscille a la fréquence

de la solution

* Deuxiéme terme est appelé mode computationnel qui est
initialement de petite amplitude

* Mode computationnel change de signe a chaque pas de temps

Prof.: Pierre Gauthier
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Intégration du cas oscillatoire avec At = 2h

Cas oscillatoire (schéma leap-frog, Dt = 2h)
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Schéma arriere d’Euler (oAt = 1)

Schéma arriére d'Euler
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Application au mouvement du pendule

Equations du mouvement

dv .
—=-gsind
o\ | dt
o _v
d L ) ]
v Mouvement de petite amplitude
g 0<<0°=sinB=0
46 94y
dt? L
Solution: 0(t) = 0, cos (Qt)+ \/VgLLsin at

OU o -2x/T=g/L

Conservation de I'énergie

E =31mv? +mgz =1mv® + mgL(1-cos6)
dE,, dv . do . WV

L = mv— + mgL(+sin 0) — = mv(-gsin 6) + mgL(+sin6) — =0
ot & gL( )dt (~gsin6) + mgL( )L

ceci implique que
E (0) = Ey (1)
2mvj +mgL(L-cos0,) =+ mv’ (t) + mgL(1- cos(t))

Prof.: Pierre Gauthier
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Intégration de ces équations

» Paramétres: g =10 ms? L =0.9m, 6,=0, At =0.02
*Fréquence lorsque 6 << 1: T=2r/(g/L)¥2~1.88s
« Energie totale au point d’équilibre:
E(0) =+mv; +mgL(L-cosd,) = mv?(t) + mgL (L cos A(t))
=imv] =2mgL
SV, =2,/gL =6.0ms?
Ceci correspond au premier cas présenté dans les notes de A. Robert.
« Solution avec le schéma du saute-mouton

Notation: v, =v(t,) et 0, = O(t,) V2 =Vo —24tgsin 6,

v,
. ; 0, =6, +2At-1
Premier pas de temps (schéma avant) I: 2=fhre
Vv, =V, —Atgsin 6, Vs = v, - 2Atg sin 0,
0, =0y + Atvy I L 03:€J+2AtVT2
Autres pas de temps (saute-mouton) Vi =V, - 2Atg sin 0,

v
6,=0, +2A1T3

Pendule: At =0.02, V(0) = 6.

Emergence du mode computationnel

V(t)

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Temps

Pendule: At = 0.02, V(0) = 6.

Emergence du mode computationnel

I
‘ " 'Vv]v-”
1 L
| \

f

A "’w, ‘
“‘ ) “"-ll

Temps

Solution du probléme du pendule
(At=0.05,V(0)=5.)

Pendule (Dt = 0.05)

V(t)

Prof.: Pierre Gauthier
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Solution du probleme du pendule
(At=0.05, V(0) =5.)

Pendule (Dt = 0.05)

V(t)

78 80 82 84 86 88 920 92

Solution du probleme du pendule
(At=0.05, V(0)=5.)

Pendule (Dt = 0.05)

v(t)

T T T T T T T T T T T T T
168 170 172 174 176 178 180 182

Elimination du mode computationnel

«Emergence du mode computationnel

*relié a la fagon dont on démarre I’intégration en effectuant le premier
pas de temps avec un schéma par dérivation avant

*Deux approches avec démarrages différents
* Démarrage avec Runge-Kutta

* Démarrage avec un pas de temps At/2 avec le schéma par dérivation
avant, suivi d’une application du schéma du saute-mouton pour
générer I’état au temps t+At (schéma du deuxiéme ordre)

u(At/2)=u,, =u, +% F(u,,0)

U, = U, + AtF(u,,, At/2)
U, = U, + 2AtF (u,, At)

Premier pas de temps avec Runge-Kutta0 <t <14

Premier pas de temps avec Runge-Kutta Pendule (Dt = 0.05)

pu

Prof.: Pierre Gauthier
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Premier pas de temps avec Runge-Kutta0 <t <14

Pendule avec premier pas de temps par Runge-Kutta Pendule (Dt = 0.05)

V()

Premier pas de temps: démarrage lent saute-mouton
0<t<14

Premier pas de temps avec Runge-Kutta Pendule (Dt = 0.05)

Premier pas de temps: démarrage lent saute-mouton
80<t<90

Pendule (Dt = 0.05)

V@

Premier pas de temps: démarrage lent saute-
mouton 170<t<180

Pendule Dt = 0.05 (démarrage lent)

Prof.: Pierre Gauthier
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Filtrage du mode computationnel
*Filtre temporel de Robert-Asselin

u, =un_l+2AtF(u' t )

n n

u, =u, +a(u;+l+un4—2u;)

+Elimination du mode computationnel
* Amortissement de la solution physique par contre

*Exemple (voir notes de cours)
*a=0.01

* Application d’un filtre conduit & un amortissement de I’oscillation

Intégration avec le filtre de Robert-Asselin

Intégration avec le filtre de Robert-Asselin

Traitement de la dissipation et de la friction

«Considére la cas amorti

du
—=-au
dt

*Recherche de solution de la forme X =exp(at)
* Schéma du saute-mouton donne que
X" =exp(aAt)"
X? +2aAtX —-1=0
X, =1+a’At? —aat

X, =—V1+a’At® —aAt

+On peut montrer que |X,| >1

Prof.: Pierre Gauthier

Cas amorti avec le schéma du saute-mouton

Intégration du cas amorti avec le schéma du saute-mouton

200

150

s

50|

-100—

=150 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
a
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Systémes oscillatoires amortis %:iwuﬂu

*Schéma saute-mouton
*stable pour le cas oscillatoire
*instable pour le cas amorti.
*Schéma avant u,,; = u, + At F(u,,t,)
* instable pour le cas oscillatoire
*stable pour le cas amorti

*Algorithme pour les systémes mixtes:

Systémes oscillatoires amortis

Etude de stabilité:

*At suffisamment petit

X:%+2imAt+2rAt% =  X?2=2i(wAt)X —(1+2rAt)=0

X, =ioAt+ %\/— 40°At? + 4(1+ 2rAt) = i0At £ /(1L + 2rAt) — o2At?

IX.|= o®At? + (1+ 2rAt) - 0®At? =1+ 2rAt

Cas amorti: r<Oet |X| <1

W Uia = Yis gty + ru (t— At)
dt 2At
Uy =U,, +2i0Atu, +2(At)ru,
|"In+1 = XU n
Conclusion

« Criteres d’évaluation des algorithmes

* Précision de la solution numérique par comparaison a la solution
exacte

* Stabilité: algorithmes instables conduisent a une amplification de
I'erreur initiale
—Solution numérique perd de sa précision au cours de l'intégration
—Cas linéaire: erreur est gouvernée par la méme équation

d
a(u +E)=A(U+E)

du _

dt

Au et —
dt

AE

* Prédictibilité de Ia solution: différences initiales conduisent a des
solutions complétement différentes lorsque la période d’intégration
exceéde la limite de prédictibilité

* Efficacité: réduire le nombre de calculs devant étre effectués

Prof.: Pierre Gauthier
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