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Le filtre de Kalman et le filtre
de Kalman étendu

Application a la mesure de I'impact d’observations
dans le cadre d’une Expérience avec un Réseau
d’observations simulées

(ou Observing system simulation Experiment, OSSE)

Filtre de Kalman

« Améliorations a la modélisation des covariances
d’erreur de prévision

X(t,+T)
xﬂ(t”) Pf(tD+T)

P.(t)

t
*Croissance d’erreur dépend de la dynamique qui
gouverne I’évolution de la prévision

* But: obtenir une équation d’évolution pour les
covariances d’erreur de prévision

Evolution des covariances d’erreur de
prévision

gp(t) = (%, (1) - x(t)) : erreur de prévision
go(t) = (yo(t) - Hx(t)) : erreur d'observation
g5(t) = (x,(t) - x(t)) : erreur d'analyse

* Equation d’évolution d
€
—=Leg
dt
« At=t, &(ty) = €3(t,). Pour une équation différentielle
linéaire, la solution au temps t peut étre reliée au
conditions initiales par un propagateur R(t,t,) tel que

8?,, = R(tn 7t0)8$“ = R(tn ’to)sz‘
g2, =R(t

n+l tn )gﬁ

n+1°
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Exemple
«Cas linéaire Z:Z 0t — e
t
e(t) = [eim(tft‘,)efu(tft‘,) ]sn
= R(tatn)gn
Propriété:
P Yo =€+,
YO =Rbt)[e, +8,] =Rt e, +RL.t,)5,
=g(t) +3(t)

«Cas non-linéaire

de
— =ag+pe’
dt
eu(Ho)

R ()

* Relation non-linéaire entre les conditions initiales et la
solution au temps t
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Forme numérique du propagateur

« Intégration numérique sur un pas de temps de t, a t, +At:

€na = Q8
=Q,Qu &0 = Q,Qu - Qugy
ou =R,g,
R, =0Q,Q,,Q

* Equation d’évolution des covariance d’erreur de prévision
B =("(0e"()")
B, = (sh.et ") = (Rt (Ret) ) = ((Re)(Re)')
=R, (s%" )R] =RP:R
Opération nécessite 2N intégrations de modéle
a. rP"= R“(p“‘ p® .. p'"‘): M
b. B"=B=R,M’

Phase d’analyse du filtre de Kalman

* Identique a ce que I'on a déja obtenu comme estimateur
minimisant la variance d’erreur d’analyse

() _ 3 (M) (n) (n)
X =x +K, (y" -Hx{")
K® = BWH™ (R(") LH™B®H™" )"
pPM :(I—K‘"’H‘"))B‘”’
a
(n+l) _ (n)
X =R(t,,4.,) X]

* Evolution des covariances d’erreur de prévision

B"™" =R (t,,t,., PR

Schématisation du cycle du filtre de Kalman

x(n) B(n) x(n+|) B(n+1) (x('ml)’B(rHZ)
Kn, / (n+) p(n+l) (n+2) p(n+2)
x{". P (%P (x(, P2
tn tn+1 tn+2

» Temps réfere ici aux temps ou des observations sont assimilées
(intervalle de 6-h ou 1-h typiquement)

* Processus est séquentiel: assimilation est faite en progressant
dans le temps sans jamais revenir en arriére

Divergence du filtre de Kalman

* Filtre de Kalman

* historiquement, il a été introduit pour des modeéles linéaires simples qui étaient
légérement amortis

* Intégration des covariances d’erreur de prévision dans la limite ou t — co:

lim B |= 0

* Variance d’erreur d’analyse est toujours inférieure a celle de
B

*» Matrice de gain K — 0 également
T T Y !
K,=B.H, (Rn +H,BH, )

*Divergence du filtre de Kalman

Observations sont alors dans I'impossibilité de corriger
la prévision!!

Prof. Pierre Gauthier
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Erreur de modéle

» Terme de forgage aléatoire est introduit dans I'équation
d’évolution des covariances d’erreur de prévision

‘("l()ml) = R(tn’tnﬂ ) g;\n) +gM
B(FH” = R(tmtml)P;n)R(tn!tml )T + R(tn>tn+l)<g;")g; > +<‘c“M‘g;mT > R(tmtml )T +<‘c“M SITA >

« Erreur de modéle ¢, est supposée aléatoire et non-corrélée avec
I'erreur d’analyse

(y)=0 Qn=<£MaL,> (el )=0
» Equation d’évolution avec erreur de modéle:

BV =R (tn’tnﬂ )Pa(")R (tn’tnﬂ )T +Q n

» En absence d’observations: |B| - Q
(cas stationnaire)

Extension au cas nonlinéaire: le filtre de Kalman étendu

» Modéle nonlinéaire:

dx
—=F(
pm (%)

» Equation linéaire décrivant I’évolution de I'erreur de prévision: le
modeéle linéaire tangent
* Intégration x(t) de t, a t,., a partir de conditions initiales x,(t,)
* Erreur de prévision: obtenue en soustrayant deux intégrations de modéle.
n n n
&0 =Mx" +&".0-NMX",)+s,

a
* Equation d’évolution pour I'erreur:

dxg _ dox oF -
ot =F(xg) ™ 75(xp(t))z)x
d(Xg +0X oF N

4, +9%) Rdt ) F(Xg +6%) = F(xR)+—ax (X (1)5x

Exemple:
» Approximation linéaire tangente:
dx
dtR = axg +BX;
dox _ adX + 2BXg (1)8x + B x>
ddx

—— = adX + 2P X, (1)Ox
ekl Bxg (t)

» Modeéle linéaire tangent est un modéle dont les coefficients
dépendent d’un état de base qui varie dans le temps et I'espace,
appelé la trajectoire de référence

« |l existe un propagateur associé a la solution obtenue de tout

systéme linéaire
Sx(t) = R(t,t,)6%,

» Termes nonlinéaires n’impliquant que la perturbation sont négligés

Expression numérique du propagateur

* Action du modéle linéarisé:

§X(tn )= Qn (XR (tn ))Qn—l (XR (trH ) Qo (XR (to ))§X0 = Ln5X0

» Paramétres définissant le modeéle linéaire tangent en fonction
d’une trajectoire de référence obtenue d’une intégration du
modele nonlinéaire.

*Filtre de Kalman étendu: identique au filtre de Kalman
sauf que
* I'intégration de la prévision est faite avec le modele nonlinéaire

* I'évolution des covariances d’erreur de prévision est faite avec le modéle
linéaire tangent.

* réf.: Ghil (1989), Gauthier et al., 1993 (Mon. Wea. Rev., p.1803-1820)

Prof. Pierre Gauthier
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Remarque sur le filtre de Kalman étendu

Eq uations du filtre de Kalman étendu « Croissance exponentielle d’erreur peut dépasser les niveaux de
saturation produits par le modeéle nonlinéaire
x(a”) — x(f”) +KM (y(m —H‘”)xg”)) » Exemple: eguatlon de Landau associé a I'équilibration nonlinéaire
! d’'une onde instable.
K™ = BMH™' (R“‘) +H™B™H®™" )’
X _ o g’
Pa(n) :(|_K(n)H(n))B(n) dt
x(fn+1) _ F(x(an))
B™) =R (tn o )P;")R (tn>tn+1) +Q Bouttier (1993):  ajout d’un terme de saturation pour limiter la
croissance au niveau de la variabilité climatologique.
*» Probléme de fermeture s’applique tout comme pour les équations de
la turbulence
Exemples de covariance d’erreur statique et
dynamique
Observation
Equatlon de Landau Exemple 1: Zone frontale
mi a=0.5
LR B = 1
o
aa- 850 wind background (me")
o k M 3 4 s 5 7 H B 10
t
Observation Source:Whitaker and Hamill 2005 THORPEX

Prof. Pierre Gauthier 4
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Exemple de covariances d’erreur dépendantes de
II 4 ’ H ’
écoulement (obtenues d’un filtre de Kalman d’ensemble)

Precipitable Water Analysis Increment 2004013000 Assimilation d’une

seule observation de
pression de surface

s avec un filtre de Kalman
d’ensemble au NCEP
(Us).

Moyenne d’ensemble
a0 dela pression de
surface (contour blanc)

Eau précipitable en
couleurs.

Obs. indiquée par un
point jaune et

180° Low © (y-H(x))=1Pa
Contours rouges =
* EnKF produit des corrections d’analyse au champ incrément d’analyse
d’humidité a partir d’observation de pression de surface. d’humidité.

. . . , e, Positif (trait plein)
3D-Var ne peut corriger ’humidité qu’avec une Négatif (trait tireté)

observation d’humidité (Hamill, 2008)

Formes approximées du filtre de Kalman

* Le filtre de Kalman d’ensemble

* Génération d’'un échantillon de perturbations des conditions
initiales cohérente avec notre connaissance de I'erreur d’analyse

* Intégration du modéle complet a partir des conditions initiales
XP =X, +xY
(% (ox, ) ) =P,
» Estimation de B(t) a partir de ’ensemble de
prévisions ainsi générées
x{ (t) =N(X{)-N(X,)

Bt = (o0 ox? ) )=y 2y o5 oxt )

Limitations

* Taille de ’ensemble

* Lincrément d’analyse est forcément une combinaison linéaire
des membres de 'ensemble

* Echantillon de taille finie crée des corrélations aux grandes
distances qui posent probleme

* Recours a des techniques comme la localisation pour filtrer les
covariances

* Prise en compte de I’erreur de modéle

* Ajoute une composante aléatoire a chaque prévision pour
représenter I'erreur de modéle

* Arbitraire dans la définition de I'erreur (difficultés a estimer
I'erreur de modéle)

Impact de la taille de 'ensemble sur
I’estimation de B

» Considére un ensemble généré a partir de

2
B(x,X,)=0;exp —7()('21)2(2) =(B”ZB”ZT)=(VA”2)(VA”2)T

« Si £®(x) est un vecteur dont les composantes sont
statistiquement indépendantes, de moyenne nulle et
d’écart-type égal a 1, alors

B =<g<k>g<kf>=|
« Ainsisi 8e“(x)=(VA"”)e"(x) , alors
B = <6e(k) (Se(k>)T> = <(VA”2) NORO ( A1/2V)>

_ (VA1/2)<8(k)8(k)T >(A1/2TVT) -B

Prof. Pierre Gauthier
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Estimation a partir d’'un ensemble de
perturbations

* Pour estimer B, on génére M perturbations telles que
décrites plus haut et

B :;iSe“k)(Se“k))T =B
est. M _1 e~

Remarque. Les perturbations doivent étre débiaisées
au préalable, i.e.

R [ 1 M
de'=5e®—-5e® avec oSe® = v > se®
k=1

Eixy

Impact du débiaisage

Membre dansemble at moyanna. M =10

Membre densemble et moyenne, M = 100

Estimation de B avec des ensembles

Estimation de B. M = 1000

Bix L2

Prof. Pierre Gauthier

* Lorsque le nombre de membres M est

+ Impact non-négligeable sur la qualité

Difficultés liées a la taille de I’ensemble

Sx=x{ —LEM: x D
MG
.
P/ =((e)(el))

[BR (i) )"
by _IZ(Sxk (6x)

i=1

restreint, des corrélations d’erreur
éloignées et fictives apparaissent.

de l'analyse.

(source: Stéphane Laroche, Environnement Canada)
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Estimation de B a partir d’ensembles avec
ou sans localisation

B gasss = i
B 8hima M = 1000 Pc%??"s "

, /\l
|

_ﬁ |

Jo

(source: Stéphane Laroche, Environnement Canada)

UQAM 2017

Autre exemple de localisation

N\

CRCEEErE

(&) Covariance correlation function p

(¢} po P!

(source: Stéphane Laroche, Environnement Canada)

Croissance de la perturbation et
erreur de modele

Ti

t+0

t i c
t+0| "2
*

GO

oY oT! :Ttiuz _Tlgz
51—1+f6 :Ttim 7Tti6 Erreur de
1 ' 1 prévision
T+0 T+6 T+12
Croissance d’erreur+ Débiaisage = T — T
Croissance d’erreur+ Erreur de modéle=  [T! T T.~ Tt

t+12 a

Prof. Pierre Gauthier

Croissance d’erreur pour la température a 500hPa
(Erreur modeéle vs Perturb. évoluée)

EQU-20N 20N-40N 40N-90N
0.8 1 20
Ji
) 10 a
A 4
z % a € PO Z e A
A 3
8 | 3 2 a °
2 2 e <
3 04 A4 © 206 2 10h
4 g g
g g 2
5 5 04 5
F o2 = " os
AModel Error 0.2
©Pert. Growth
0.0 0.0 0.0
S T+6 T+12 T+18 T+24 T+6 T+12 T+18 T+24 T+6 T+12 T+18 T+24
Erreur modéle Time Time Time
Perturb. Evoluée EQU-20S 20S-40S 40S-90S
0.6 1 20
4
05 a 10 A
A A o 15 4
Z 04 £ 08 b M £
3 o e 3 3 a
2 2 2
E 03 E 0.6 g 10 Y o
g g g
g g g
£ 02 § 04 s
5 e € 0s
0.1 0.2
0.0 0.0 0.0
TH6 | TH2_ T8 Te2d THe | TH2 T8 Te2d T TH2 THB  Te2d
Time Time Time
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Réseau de radiosondages (TEMP)
Assimilation de mesures de vent radial avec

un Lidar embarqué sur satellite ol S e
""" Obs du 14 07 1990 00 H.
632 obs trouvees

« Etude faite pour ’Agence Spatiale Européenne '“ S T S R ; Q
(Gauthier et al., 1993) = ®
*Filtre de Kalman étendu basé sur un modéle global T
barotrope sur la sphére (troncature triangulaire : .
T21, grille 64x32) Rt
I : . Pk %
*Mesure de I'impact de nouvelles observations g : N s
synthétiques en examinant la réduction de : » y
variance d’erreur de prévision 5 Z{; ‘
T et A A s e e S S S G S
g : o : il
O ™

A) GEOPOTENTIAL HEIGHT (500 MB)
I 1]

ﬁ’ S =
y g / N N =
d ~h T B n
e N s :ij/\}%: Variance d’erreur
Slt'uf:ltlon _ :ke\f e ) 1A A7 de prévision
météorologique ERSRES ) P

T = 12 (HRS)

Prof. Pierre Gauthier 8
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Variance d’erreur de prévision aprés 24-h

FZ6(&™

&

S0 SN ﬁz !

e
T N T

L e

I
el

1 [ AN

N~
2 == b<x ]
T = 24 (HRS)

A) ERROR VARIANCE AND VORTICITY
AT [

1 Champs de variance
d’erreur aprés 24-h
d’intégration du filtre de
Kalman étendu
Variance et tourbillon
relatif

Variance et
géopotentiel

™ a

=

b

-

Instabilité barotrope
associée a la présence
d’un fort gradient dans
le champ de tourbillon
explique la croissance
de l'erreur

Vorticity mean error variance

Evolution du champ de variance d’erreur
Réseau de radiosondages

L, = 400 km L = 1200 km

p— - Global

Norinom Hemisphare R . =====Northem Hemisphere
E --------- Southern Hemisphere
B2
8
5 15
c
3
E ]
- R
2 1 T
5 o5

)
0 6 12 18 " 2s ° o s 2 o 2

Distribution associée a une orbite d’altitude
a) 400 km et b) 800 km

Prof. Pierre Gauthier
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Evolution de la variance totale d’erreur de prévision
Altitude: 400 km

L, =400 km L. =1200 km
124 Global ) 2.5 Global
8 -- ~Northem Hemisphere | {1  |eeaa- Northern Hemisphere
g w-n+=+- Southem Hemisphers «srensens Southem Hemisphere
H =
]
HS 1.59
€
H
o
: "
2
£
8 0.5
SR
0 T T T 1
[} 6 12 18 24
Time Time

Evolution de la variance totale d’erreur de
prévision (Altitude: 800 km)

! pil
,L_/f% ) N SN 4~ Variance d’erreur a
N 1 AL 4 / h .,
o ! 1 }?;I‘w > B JTETY 24-h associée aux
0 5 e i e ] scénarios
_ B) ALT. 800 KM a) Orbite 400 km
g : Tz
B P RPN g b) Orbite 800 km
8 = . L 5 =
e :
A F NN garsak
@g NN AP ST e | Va s %
PN R b - -
LT nEE N 0y s Y oI
cjﬁ° = ] [ N
o N e RO NN YA
P 1P e AN T % Al
R = g S o= = -
;A—\_/—\J__/—c [ N g
— 7
T = 24 (HRS)

L, =400 km L. =1200 km
12 Global 2.5 Global
s 1 |- Northemn Hemisphere | 1  |e-=me Northem Hemisphere:
.g =sseeeese Southem Hemisphere | IN. 00 | eeeeeae Southemn Hemisphere
& 9.6
>
5
s 7.2
:
8
E 4.8
z
£
E 2.4
0 7 T T — o T Y T !
V] 6 12 18 24 0 6 12 18 24
Time Time
Conclusions

* Filtre de Kalman permet d’estimer les covariances d’erreur
d’analyse et de prévision
* Meilleure prise en compte de la précision de I'ébauche utilisée par
I'assimilation
* Divergence du filtre de Kalman lorsque la dynamique est dissipative et |B|
N
0
* Ajout d’'une erreur de modeéle pour éviter le probléme de divergence
* Non linéarités sont partiellement prises en compte par le
filtre de Kalman étendu
* Croissance exponentielle de I'erreur causée par les instabilités
atmosphériques
* Colt du filtre de Kalman le rend inapplicable pour des
systemes d’assimilation « opérationnels »

* Filtre de Kalman d’ensemble estime B a I'aide d’un nombre fini de
perturbations

* Mise en ceuvre peut étre considérée pour des centres opérationnels

Prof. Pierre Gauthier

10




